Formes mathématiques

Des figures

Figure 1
Une pyramide
de billes.

et des nombres

Combien de billes constituent cette pyramide ?

Depuis I'Antiquité grecque au moins, les mathématiciens s'amusent & illustrer (voire justifier)
des propriétés arithmétiques par des considérations géométriques. Pour cela, ils associent

& des nombres entiers la quantité de points correspondante, et construisent avec ces points
une figure géométrique. C'est ce que I'on appelle les nombres figurés.
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eut-étre connaissez-vous la boutade qui

consiste a demander & un quidam comment

s'y prendre pour construire un carré avec trois

allumettes ? La solution consiste a dessiner un

4 : ne dit-on pas que 4 est le « carré » de 2 ?
Ainsi, un nombre est un nombre carré (ou le carré d'un
nombre) si, avec la quantité de points correspondante, on
peut construire un carré. Pourquoi s'arréter la ?

On peut en effet imaginer des nombres triangulaires ou
encore pentagonaux, hexagonaux, etc. Un nombre est
triangulaire si, avec la quantité de points correspon-
dante, on peut dessiner un triangle. Par exemple, avec
six points je peux dessiner un triangle constitué d'une
ligne de trois points surmontée d'une ligne de deux
points surmontée d'un point.

En fait, les nombres triangulaires sont ceux qui
s'obtiennent en ajoutant les premiers nombres entiers :
chaque nombre triangulaire est la somme d'entiers
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successifs de 1 jusqu'a n. Pour passer d'un nombre
triangulaire au suivant, on ajoute donc un nombre
entier (fig. 2).

DES NOMBRES TRIANGULAIRES...

Sil'on sait seulement passer d'un nombre triangulaire
au suivant, calculer le n® nombre triangulaire suppose
de les calculer tous jusqu'au ne. Mais il y a plus rapide :
une petite construction géomeétrique (fig. 3) nous
montre que tout nombre triangulaire est la moitié du produit
de deux entiers successifs. En effet, avec deux triangles
rectangles et isocéles identiques, on peut toujours
construire un rectangle, constitué par un nombre
de points égal au produit du nombre de lignes par le
nombre de colonnes. Le nombre de colonnes étant
le nombre de lignes plus un, il est facile de conclure.

Plus précisément, le ne nombre triangulaire est la moitié
du produit du n® nombre entier par le (n + 1)c.
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Figure 2
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Figure 3

Le 6° nombre triangulaire vaut la moitié de 6 x 7.

Rectangle obtenu & partir d'un triangle rectangle isocele constitué
de six lignes, respectivement de 1, 2... jusqu’d é points (en rouge),
accolé a son « double renversé » (en bleu). Le nombre de points
de ce rectangle est le produit du nombre de lignes (6) par le
nombre de colonnes (6 + 1 = 7), et celui du friangle initial, la moitié
de ce produit. Donc 1+2+3+4+5+6=(6x7)/2=21.

Cette propriété permet de calculer directement
le n® nombre triangulaire (encadré Un défi a lancer a vos
amis). Avant de passer a la dimension supérieure, voici
une propriété des nombres triangulaires qui peut
s'illustrer d'une jolie maniere (fig. 4) : sil'on multiplie un
nombre triangulaire par 8 et que l'on ajoute 1 au
résultat, on obtient toujours un nombre carré.

... AUX NOMBRES PYRAMIDAUX

Apres avoir obtenu les nombres triangulaires comme
sommes des premiers nombres entiers, la tentation est
grande d'ajouter les nombres triangulaires entre eux. On
obtient alors les nombres tétraédriques ou nombres pyra-
midaux triangulaires.

En effet, avec les nombres de billes correspondants aux
premiers nombres triangulaires, on peut construire les
étages successifs d'une pyramide de billes a base trian-
gulaire (fig. 5). Il est donc enfin possible de répondre a
la question posée en début d'article !

athématiques

Les quatre premiers nombres triangulaires :
;3=1+2;6=14+2+3=3+3;10=1+2+3+4=6+4.
Pour passer d'un nombre friangulaire au suivant, on lui gjoute un nombre entier.
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Figure 4
8x(1+2+3)+1=72%

Figure 5

Pyramide de billes & base triangulaire.

Chaque étage de la pyramide (en bleu, rouge, jaune
ou noir) est constitué d'un nombre triangulaire de billes.

De méme que l'on peut montrer que tout nombre trian-
gulaire est la moitié du produit de deux entiers succes-
sifs, on peut démontrer que tout nombre tétraédrique est
le sixieme du produit de trois entiers successifs. Par exemple,
on peut ranger la quantité de billes permettant de
construire six pyramides comme celle des figures 1 et 5
dans une boite rectangulaire de dimensions 6 sur 5 sur
4 billes.
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