
Les nombres premiers, atomes de l’arithmétique, ont une répartition mystérieuse parmi 
les nombres entiers si on les écrit en ligne. Mais les représenter en utilisant une dimension 
de plus révèle (un peu) leur organisation : si on les dispose en spirale sur un quadrillage plan
ou en hélice sur un cylindre, des alignements de nombres premiers apparaissent. 
PAR ROMAIN ATTAL ET GUILLAUME REUILLER, MÉDIATEURS AU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES DU PALAIS DE LA DÉCOUVERTE
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L
orsqu’un nombre entier N admet des divi-
seurs autres que 1 et lui-même, on dit qu’il
est composé. Par exemple 6 = 2 × 3 est un
nombre composé, divisible par 2 et par 3. Si,
au contraire, on ne peut pas décomposer N

comme un produit de nombres entiers différents de 1
et N, on dit que N est un nombre premier. En fait les
nombres premiers sont ceux qui ont exactement deux
diviseurs distincts (il serait gênant de ranger 1 parmi les
nombres premiers). Voici une manière de représenter
géométriquement les nombres premiers. En disposant
N billes en un rectangle de côtés a et b (fig. 1), on décom-
pose N en produit de a par b. Si N est premier, le seul
rectangle possible est une ligne de longueur N. 

EN NOMBRE INFINI, MAIS DE PLUS EN PLUS RARES
Depuis l’Antiquité grecque, nous savons qu’il existe
une infinité de nombres premiers (encadré Le théorème
d’Euclide). Cependant, ces derniers sont de plus en plus
rares parmi les nombres entiers (fig. 2). Si N est un très
grand nombre, le théorème de raréfaction des nombres
premiers (conjecturé par Carl-Friedrich Gauss (1777-
1855) et Adrien-Marie Legendre (1752-1833) à la fin du
XVIIIe siècle, mais démontré indépendamment par
Jacques Hadamard (1865-1963) et Charles de la Vallée-
Poussin (1866-1962) en 1896) nous donne une estimation
de la proportion de nombres premiers parmi les entiers
plus petits que N. Notons P(N) le nombre d’entiers

premiers inférieurs à N. Quand N augmente, le rapport
N/P(N) devient de plus en plus grand et est approxima-
tivement proportionnel au nombre de chiffres de N
(écrit, par exemple, dans le système décimal usuel).
L’un des problèmes actuels les plus ardus de l’arithmé-
tique est de comprendre plus précisément la répartition
des nombres premiers. Certains problèmes ouverts
semblent cependant plus accessibles. Par exemple,
même si les nombres premiers sont, en moyenne, de
plus en plus rares, ils peuvent parfois être très proches
tout en étant « très grands », comme 2 760 889 966 649
et 2 760 889 966 651. Deux tels nombres premiers, qui ne
diffèrent que de 2, sont dits jumeaux. En utilisant le
théorème de raréfaction des nombres premiers, on peut
conjecturer qu’il existe une infinité de paires de
nombres premiers jumeaux mais on n’en a pas encore
de preuve rigoureuse.

LA SPIRALE DE KLAUBER-ULAM...
La répartition des nombres premiers, apparemment
désordonnée, ne suit-elle pas pour autant des règles
plus précises ? En particulier, peut-on trouver des
formules simples qui nous fournissent des nombres
premiers aussi grands que l’on veut ? Une piste suivie
pour explorer ce mystère a été découverte en  1932
par Laurence Klauber (1883-1968), naturaliste améri-
cain, spécialiste des serpents à sonnette, puis redé-
couverte fortuitement en 1963 par le mathématicien

Une grande spirale 
de Klauber-Ulam.

12 = 2 x 6 12 = 4 x 311 = 2 x 4 + 311 = 2 x 5 + 1 11 = 3 x 3 + 2

Figure 1. 11 est un nombre premier, contrairement à 12.
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Figure 2. Répartition des nombres
premiers (en bleu) parmi les
nombres entiers. Les nombres
premiers entourés sont jumeaux.
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américain Stanislaw Ulam (1909-1984). Sur du papier
quadrillé, numérotons les cases en spirale avec 1 au
centre (fig. 3a) et marquons celles qui portent un
nombre premier (fig. 3b). Si la spirale est assez longue,
on peut alors voir apparaître de jolis alignements de
nombres premiers, horizontaux, verticaux ou obliques
(figure d’entrée). Il y a aussi des lignes totalement

dépourvues de nombres premiers. Y a-t-il une loi
mathématique qui explique ces alignements ?

... ET LES POLYNÔMES D’EULER
Remarquons d’abord (fig. 3c) que tous les carrés des
nombres pairs (4, 16, 36, 64, ...) sont alignés en diagonale.
De même pour les carrés des nombres impairs

Figure 3. Construction d’une spirale de 81 cases.

a) b) c)

6 5  6 4  6 3  6 2  6 1  6 0  5 9  5 8  5 7  

6 6  3 7  3 6  3 5  3 4  3 3  3 2  3 1  5 6  

6 7  3 8  1 7  1 6  1 5  1 4  1 3  3 0  5 5  

6 8  3 9  1 8  5  4  3  1 2  2 9  5 4  

6 9  4 0  1 9  6  1  2  1 1  2 8  5 3  

7 0  4 1  2 0  7  8  9  1 0  2 7  5 2  

7 1  4 2  2 1  2 2  2 3  2 4  2 5  2 6  5 1  

7 2  4 3  4 4  4 5  4 6  4 7  4 8  4 9  5 0  

7 3  7 4  7 5  7 6  7 7  7 8  7 9  8 0  8 1  

6 5  6 4  6 3  6 2  6 1  6 0  5 9  5 8  5 7  

6 6  3 7  3 6  3 5  3 4  3 3  3 2  3 1  5 6  

6 7  3 8  1 7  1 6  1 5  1 4  1 3  3 0  5 5  

6 8  3 9  1 8  5  4  3  1 2  2 9  5 4  

6 9  4 0  1 9  6  1  2  1 1  2 8  5 3  

7 0  4 1  2 0  7  8  9  1 0  2 7  5 2  

7 1  4 2  2 1  2 2  2 3  2 4  2 5  2 6  5 1  

7 2  4 3  4 4  4 5  4 6  4 7  4 8  4 9  5 0  

7 3  7 4  7 5  7 6  7 7  7 8  7 9  8 0  8 1  

65  64  6 3  6 2  6 1  6 0  5 9  5 8  5 7  

66 3 7 36 3 5 3 4 3 3 3 2 3 1 5 6

67 3 8 1 7 16 1 5 1 4 1 3 3 0 5 5

68 3 9  1 8 5 4 3  1 2  2 9  5 4  

69  40  19  6  1  2  1 1  2 8  5 3  

70  4 1  2 0  7  8  9  1 0  2 7  5 2  

71  4 2  2 1  2 2  2 3  2 4  25  2 6  5 1  

72  4 3  4 4  4 5  4 6  4 7  4 8  49  5 0  

73  7 4  7 5  7 6  7 7  7 8  7 9  8 0  81  
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66

67 68 69 70 71 72 73 74 75 7

Le théorème d’Euclide
La démonstration d’Euclide, du fait qu’il existe une infinité de nombres premiers, repose sur le théorème
fondamental de l’arithmétique, selon lequel tout nombre entier se décompose de manière unique 
en un produit de nombres premiers (l’ordre des facteurs ne compte pas). Par exemple, 370 = 2 × 5 × 37
ou 142 857 = 33 × 11 × 13 × 37, où 2, 3, 5, 11, 13 et 37 sont premiers. Si p désigne un nombre premier quelconque, 
le nombre entier q = 1 + (2 × 3 × 5 × 7 × ... × p), successeur du produit de tous les nombres premiers inférieurs 
ou égaux à p, n’est divisible par aucun de ceux-là, puisque la division donne toujours 1 comme reste. 
Les diviseurs premiers de q sont donc supérieurs à p.  Pour tout nombre premier p, il existe donc des nombres
premiers plus grands que p :  l’ensemble des nombres premiers est bien infini.
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(1, 9, 25, 49, ...). La ligne horizontale qui commence par
1, 6, 19, 40, 69, ... contient, quant à elle, les nombres de
la forme 4n2 + n + 1 pour n = 0, 1, 2, 3, 4, ... Plus généra-
lement, à chaque alignement de cases issu du centre de
la spirale correspond un polynôme f(n) = an2 + bn + c, tel
que la énième case contienne le nombre f(n). 
En 1752, Christian Goldbach (1690-1764) a démontré
qu’il n’existait aucun polynôme g(n) qui ne donne que
des nombres premiers lorsque n parcourt l’ensemble
des nombres entiers. Par conséquent, dans notre spirale,
aucune ligne, colonne ou diagonale ne peut contenir
que des nombres premiers : il y a forcément des inter-
ruptions dans ces alignements. Néanmoins, il existe
des polynômes qui nous donnent successivement beau-
coup de nombres premiers. Par exemple, Leonhard Euler
(1707-1783) a découvert que le polynôme
f41(n) = n2 + n + 41 donnait 40 nombres premiers lorsque
n variait de 0 à 39. 
Plaçons maintenant 17 au centre de la spirale (fig. 4). Cela
permet d’aligner des nombres premiers qui ne l’étaient
pas quand 1 était au centre, comme 17, 19, 23, 29 et 47, 

qui sont les valeurs de f17(n) = n2 + n + 17 en n=0, 1, 2, 3et 4.
Cette séquence de nombres premiers est rompue par 289
et 323, mais de nouveaux nombres premiers, comme 359,
apparaissent ensuite. Plus généralement, si p = 2, 3, 5, 11,
17, 41, le polynôme fp(n) = n2 + n + p (appelé polynôme
d’Euler) donne p – 1 nombres premiers consécutifs
lorsque n varie de  0 à  p – 2. Puisque
fp(p – 1) = (p – 1)2 + (p – 1) + p = p2 n’est pas premier, l’ali-
gnement correspondant s’interrompt en n = p – 1.
Ensuite, de nouveaux nombres premiers apparaissent
sporadiquement. 

QUELQUES QUESTIONS EN SUSPENS
Stanislaw Ulam et ses collaborateurs ont constaté que
47,5 % des nombres de la forme n2 + n + 41 inférieurs à
dix millions étaient des nombres premiers. En se limi-
tant aux valeurs de n inférieures à quelques milliers, on
trouve que certains polynômes de degré 2 sont géné-
reux en nombres premiers (4n2 + 4n + 59 en donne
43,7 %), tandis que d’autres sont plutôt pingres en la
matière (2n2 + 4n + 117 n’en donne que 5 %). Mais y a-t-

76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111

Figure 4. Une spirale centrée sur 17.
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il pour autant une infinité de nombres premiers dans
chaque ligne du quadrillage ? Quelle est alors la propor-
tion maximale de nombres premiers dans ces lignes ? 
Ces questions n’ont pas encore de réponse... On connaît
aussi des polynômes de degré supérieur qui donnent 
des suites plus ou moins longues de nombres premiers,
mais on ne dispose pas aujourd’hui d’explication générale
de ce phénomène. Le dernier record en date vient d’être
établi (en septembre 2010) par deux mathématiciens 
français, Bernard Landreau et François Dress.
Leur polynôme P(n) = (1/72)n6 – (5/24)n5 – (1 493/72)n4

+ (1 027/8)n3 + (100 471/18)n2 – (11 971/6)n – 57 347 fournit
58 nombres premiers lorsque l’entier n varie de –42
à +15.

SUR UN CYLINDRE
En disposant les nombres entiers en hélice autour d’un
cylindre de périmètre a, les nombres alignés suivant

l’axe du cylindre diffèrent d’un multiple de a (la figure 5
illustre le cas où a = 10). On dit qu’ils forment une suite
arithmétique de raison a. Un théorème (1837) de Gustav
Dirichlet (1805-1859) nous dit que si a et b sont deux
entiers qui n’ont que 1 comme diviseur commun, alors
la suite (b, a + b, 2a + b, 3a + b, ...) contient une infinité
de nombres premiers. Ainsi, quel que soit l’entier a,
périmètre du cylindre, et pour tout nombre b qui n’a
que 1 comme diviseur commun avec a, la ligne issue
de b contient une infinité de nombres premiers. Ces
derniers peuvent être très espacés et très éloignés
les uns des autres : lorsqu’ils arrivent dans cette suite,
c’est la surprise  ! Sur la figure 5, le cylindre a pour
périmètre 10 = 2 × 5, donc si b est un entier qui n’est
divisible ni par  2 ni par  5, il existe une infinité de
nombres premiers dans la suite arithmétique
(b, b + 10, b + 20, b + 30, ...). C’est le cas pour
b = 1, 3, 7 et 9. On trouve donc facilement des suites
arithmétiques contenant une infinité de nombres
premiers. Mais s'il existait une suite arithmétique
infinie constituée uniquement de nombres premiers,
ces derniers apparaîtraient régulièrement parmi les
nombres entiers, ce qui contredirait le théorème de
raréfaction.

LE THÉORÈME DE GREEN-TAO
Voici une autre question, proche de la précédente  :
peut-on trouver des suites de nombres premiers
espacés régulièrement (comme 109, 219, 329, 439, 549,
659 et 769) et de n’importe quelle longueur ? La réponse,
positive, a été donnée en 2004 par Ben Green (1977-) et
Terence Tao (1975-) : il existe bien des suites arithmé-
tiques de nombres premiers de toutes longueurs. La
preuve du théorème de Green-Tao, qui utilise essen-
tiellement la théorie des probabilités, ne donne malheu-
reusement pas de méthode pour construire ces suites.
En particulier, rien n’est dit sur la différence entre deux
termes successifs ni sur le premier terme, en fonction
de la longueur de la suite. R. A. ET G. R.

Pour en savoir plus 
Hardy G. H., Wright E. M., Introduction à la théorie des nombres, Paris,
Éditions Vuibert/Springer, 2006. 

Figure 5. En identifiant les côtés verticaux de ce rectangle, on obtient
un cylindre de périmètre 10. Les nombres premiers sont en orange.
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Pour aller plus loin

Les nombres de Heegner*
Le théorème fondamental de l’arithmétique
nous dit que tout nombre entier se décom-
pose de manière unique en produit 
de facteurs premiers. Plus généralement, 
un ensemble F, muni d’une multiplication,
dans lequel tout élément se décompose 
de manière unique en un produit de facteurs
indécomposables dans F est dit factoriel. 
L’ensemble des entiers est donc factoriel.
Voici un exemple simple d’ensemble non
factoriel dû à David  Hilbert (1862-1943). 
L’ensemble H = {1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, ...}
des entiers de la forme 4n + 1 est stable 
par multiplication  : le produit de deux
éléments de H est encore un élément de H

puisque (4m + 1) (4n + 1) = 4 (4mn + m + n) + 1.
Mais H n’est pas factoriel ! En effet, tandis que
25 se décompose uniquement en 5 × 5, 441
ne se décompose pas de façon unique dans
H car 441 = 21 × 21 = 9 × 49 (on vérifie aisé-
ment que 5, 9, 21 et 49 sont bien des éléments
indécomposables dans  H). Voici un autre
exemple de (non-)factorialité. Notons Z [i√d ]
l’ensemble des nombres complexes de 
la forme a + ib√d, avec a, b et d entiers, 
d n’ayant pas de diviseur carré et i vérifiant 
i2 = -1. Ces nombres forment un réseau rectan-
gulaire dans le plan complexe (fig. I). Pour la
plupart des valeurs de d, la décomposition en
produit de facteurs indécomposables n’est
pas unique dans Z [i √d ]. Par exemple, pour 
d = 5, on a 9 = 3 × 3 = (2 + i√5) (2 – i√5) avec 
3, 2 + i√5, et 2 – i√5 indécomposables dans
Z [i√5]. Les seules valeurs de d pour lesquelles
Z [i√d ] est factoriel sont appelées les nombres
de Heegner : d = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163.
Nous avons vu que pour p = 2, 3, 5, 11, 17, 41,
le polynôme fp(n) = n2 + n + p donnait p – 1
nombres premiers consécutifs lorsque n varie
de 0 à p – 2. Ces valeurs de p sont reliées aux
nombres de Heegner de la manière suivante.
Le discriminant du polynôme fp(n) = n2 + n + p
est D = 1 – 4p. Si p = 2, 3, 5, 11, 17, 41, alors 
4p – 1 = 7, 11, 19, 43, 67, 163 : ce sont les six
derniers nombres de Heegner, les seuls de la
forme 4p – 1. Les nombres de Heegner ont
encore bien d’autres propriétés remarqua-
bles que l’on découvrira en lisant un bon
manuel de théorie des nombres.Figure I. Le réseau rectangulaire Z[i√5].
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* Kurt Heegner (1893-1963) est connu pour ses travaux en théorie algébrique des nombres, en particulier pour la résolution
du « problème du nombre de classe 1» formulé par Gauss. 
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