Formes
mathématiques

Un drole de ballon

de football

Méme si vous n’aimez pas le foot, vous en connaissez au moins le ballon | A vrai dire un objet
plutét familier : une sphére de cuir ou de tout autre matiere homologuée par la Fédération
internationale de football association. Sa circonférence doit étre comprise entre 68 et 70
centimétres et son poids entre 410 et 450 grammes, au début du match. Simple ? Gageons
qu’au terme de cet article, vous ne regarderez plus un ballon de foot de la méme facon !
PAR PIERRE AUDIN, MEDIATEUR SCIENTIFIQUE AU DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES DU PALAIS DE LA DECOUVERTE

e ballon de football traditionnel est constitué
d’hexagones réguliers, le plus souvent
blancs, et de pentagones réguliers, le plus
souvent noirs (fig. 1). Si la construction d’'un
hexagone régulier a partir d’'une rosace est
bien connue (fig. 2), les facons de construire un penta-
gone régulier sont moins populaires. Alors pourquoi
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ne pas se contenter des hexagones et se compliquer la
vie avec ces pentagones ? Tout simplement parce
qu’on ne peut pas faire autrement !

L’explication nous vient de Leonhard Euler (1707-
1783) et de sa célébre relation : si on découpe une
boule en polygones collés selon leurs arétes (on
obtient alors un « polyédre »), alors le nombre de



Figure 1. Deux modélisations

d’un ballon de foot, avec des faces
planes (ci-dessus) ou des faces

« bombées » (ci-contre).

© Palais de la découverte / B. Bureau.

Figure 2. Construction d’une rosace et
d’un hexagone régulier & partir de 7 cercles
de méme rayon. © Palais de la découverte / G. Reuiller.

athématiques

Figure 3. En essayant de faire un volume fermé avec des hexagones, on obtient
une surface trouée de pentagones. © Palais de la découverte / B. Bureau.

faces (F), le nombre d’arétes (A) et le nombre de
sommets (S) vérifient: S—-A + F=2.

Faisons simple : les piéces utilisées pour faire notre
ballon sont cousues sur un c6té commun et sont genti-
ment disposées a trois autour d'un sommet commun.
Peut-on se contenter de pieces hexagonales pour fabri-
quer un tel polyedre ?

Chaque face serait alors entourée de 6 arétes. Il y aurait
donc 6 fois plus d’arétes que de faces ? Non, car ainsi
chaque aréte est comptée deux fois puisqu’elle appar-
tient a deux faces : il n'y a donc que 3 fois plus d’arétes
que de faces, soit A = 3F. Chaque face ayant 6 sommets,
il y aurait 6 fois plus de sommets que de faces ? Que
nenni! Chaque sommet étant compté trois fois,
puisqu'il appartient a trois faces, il y a 2 fois plus de

sommets que de faces, soit S = 2F. Mais alors on aurait
S—-A+F=2F-3F+F=0 ce qui contredit la relation
d’Euler. Notre ballon de foot doit donc contenir d’autres
faces que des hexagones, mais quelle forme leur
donner ?

ESSAYONS QUAND MEME !

Pour le savoir, essayons malgré tout de fabriquer un poly-
édre fermé en collant sur leurs c6tés des hexagones régu-
liers identiques (fig. 3). Comme on pouvait s’y attendre,
cela ne marche pas ! Il reste des espaces vides entre les
hexagones, qui ont la forme... de pentagones.

S>>

DECOUVERTE N° 373 \ MARS-AVRIL 2011 \ 53



S>>

Il est donc naturel, pour compléter notre ballon de foot,
d’ajouter aux hexagones réguliers des pentagones régu-
liers. Combien nous en faut-il ? Supposons qu'’il y ait des
faces hexagonales, au nombre de H, et des faces penta-
gonales, au nombre de P, de sorte que F = H + P. La rela-
tion d’Euler S-A+F=2 s’écrit désormais
S-A+H+P)=2.

Exprimons A et S en fonction de H et P. Chaque face
hexagonale apporte 6 arétes, soit 6H en tout, et chaque
face pentagonale en apporte 5, soit 5P en tout. Comme
précédemment, chaque aréte est comptée deux fois,
donc nous avons : 6H + 5P = 2A. De méme, les H faces
hexagonales apportent 6H sommets et les P faces
pentagonales en apportent 5P. S’il y a toujours trois
faces par sommet, chaque sommet appartient a trois
faces et 'on a la relation : 6H + 5P = 3S.
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Pour éviter les fractions, multiplions par 6 les deux
membres de la formule d’Euler précédente. Nous obte-
nons : 6S - 6A + 6H + 6P = 12, ou 2 x (3S) - 3 x (2A) + 6H
+ 6P = 12. En remplagant 2A et 3S par 6H + 5P, nous obte-
nons : 2(6H + 5P) - 3(6H + 5P) + 6H + 6P = 12. Ce qui, en
simplifiant, donne : 12H + 10P - 18H - 15P + 6H + 6P = 12,
c’est-a-dire que P = 12.

RESUMONS-NOUS

S’il y a 12 pentagones sur un ballon de foot, c’est parce
que 'on s’impose d’avoir 3 faces a chaque sommet. En
revanche, H ayant disparu dans le calcul précédent, la
relation d’Euler ne nous donne, dans ce cas, aucune
contrainte sur la valeur de H ! Le nombre d’hexagones
pourrait, par exemple, étre nul : nous aurions alors un
dodécaédre, polyedre fait de 12 faces pentagonales
(fig. 4). En général, les ballons de foot sont constitués,
eux, de 20 hexagones en plus des 12 pentagones (fig. 5).

PEUT-ON AVOIR PLUS DE 12 PENTAGONES ?

Et si nous autorisions plus de 3 faces par sommet ?
Pourquoi pas 4, ou 5 ou plus ? Dans les calculs précé-
dents, nous changeons alors 6H + 5P = 3S en 6H + 5P
> 3S : les sommets produits par les faces hexagonales

Figure 4. Un dodécaédre,
polyédre constitué de

12 faces pentagonales.
© Palais de la découverte /

B. Bureau.



et pentagonales appartiennent chacun a 3 faces, ou
a 4 faces, ou a 5 faces ou... Chacun appartient a au
moins 3 faces.

Si nous reprenons le calcul précédent, nous n’obte-
nons plus P = 12, mais P > 12. Ce qui veut dire que 'on
pourrait avoir des « ballons » avec plus de 12 pentagones
sion ne s’'impose plus d’avoir 3 faces par sommet ? Oui.
Il suffit pour cela, par exemple, de coller un dodécaédre
sur un des pentagones du ballon de foot, et de
supprimer le pentagone commun (pour avoir un seul et
méme volume). Le ballon de foot porte alors des « bour-
geons dodécaédriques ». Chaque pentagone du ballon
de foot peut alors étre remplacé par 11 autres suivant
ce modele (fig. 6), ce qui en fait a chaque fois 10 de
plus. A partir du ballon de foot « classique » & 12 penta-
gones et 20 hexagones, nous pouvons ainsi obtenir un
ballon de foot avec 22, 32, 42, ... pentagones.

Autour du point A, par exemple, le ballon de foot
avait une face pentagonale et deux faces hexagonales
(fig. 5). Désormais, en plus des deux faces hexago-
nales, on trouve en A deux faces pentagonales (fig. 6) :
ABCDE et AEFGH. Donc en A il y a 4 faces et non
plus 3. Par ailleurs, si nous recommencons a partager
ABCDE en 11 pentagones (ce qui impose de modifier

Figure 5. Version « polyédrique » du ballon
de foot. © Palais de la découverte / B. Bureau.

Figure 6. Polyédre de la figure 5 sur lequel
chaque face pentagonale a été
remplacée par 11 pentagones. Il posséde
toujours seulement 20 hexagones, mais
12 x 11 = 132 pentagones.

© Palais de la découverte / B. Bureau.
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la taille et la forme des faces pentagonales utilisées,
et les angles qui les séparent), alors C, D et E vont étre
entourés chacun de quatre faces mais A et B en
auront désormais 5 autour d’eux. Amusant, non ?

EPILOGUE

Voila qui ouvre des perspectives pour fabriquer des
ballons de plus en plus bizarres, en remplagant tous
les pentagones qui les composent par des bourgeons
dodécaédriques. D’ailleurs, le bourgeon n’est pas
forcément un dodécaedre : pourquoi ne pas coller
deux ballons de foot suivant deux faces identiques en
supprimant cette face commune ? Le nombre de
pentagones changera, le nombre d’hexagones aussi.
Ainsi, si le bourgeon apparait sur un hexagone, le
nombre de pentagones du polyédre qui en résulte est
la somme des nombres de pentagones de chacun des
deux ballons recollés.

Il est donc possible de créer aussi des ballons de foot
avec 24, 36, 48 ... pentagones. Quel dommage de
continuer a taper frénétiquement dans un ballon de
foot, alors qu'il reste tant a faire a son sujet : explorer
tous les ballons possibles selon leurs nombres d’hexa-
gones et de pentagones. P. A.

DECOUVERTE N° 373 \ MARS-AVRIL 2011 \ 55




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.5
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 90
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 2.40
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 2.40
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 2.40
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 2.40
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /DocumentRGB
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks true
      /IncludeHyperlinks true
      /IncludeInteractive true
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


