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Formes mathématiques
Geomeétrie musicale

A priori, on voit mal ce que ces deux mots peuvent faire ensemble. Pourtant, la géométrie musicale
constitue aujourd’hui un domaine de recherche a part entiére pour passionnés de musique et de
mathématiques a la fois. Certains y verront peut étre de pures spéculations intellectuelles gratuites,
et pourtant... Pour comprendre comment la musique est faite, et éventuellement proposer de
nouvelles facons d’aborder la composition, cette approche est riche de promesses.

PAR ROBIN JAMET, MEDIATEUR SCIENTIFIQUE AU DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES DU PALAIS DE LA DECOUVERTE

ans la musique occidentale, classique ou
populaire, il est d’'usage de se servir de
douze notes. Au XXesieécle, certains
compositeurs ont commencé a en utiliser
plus. Ailleurs dans le monde, il arrive que
I'on en utilise plus, ou moins, ou d'autres... Pourquoi
douze ? Pourquoi ces douze-la ? Nous n’en parlerons
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pas ici. Sachez seulement que ces douze notes sont
réparties régulierement: ’écart entre deux notes
consécutives est toujours le méme a l'oreille.

Pourquoi donner le méme nom a des notes diffé-
rentes, comme un do aigu et un do grave ? Bien siir,
ce n’est pas le méme son, mais... presque. Testez-le
vous-méme, la prochaine fois que vous passerez



Ré#

Fa#
a droite).

Ré#

Fa#

Fa#

devant un clavier quel qu'’il soit : jouez deux notes
quelconques ensemble. Si et seulement si ces deux
notes se trouvent a douze notes d’écart (on parle d’oc-
tave), vous aurez presque l'impression de ne jouer
qu’une seule note. D’ou le fait que 'on ait pensé
représenter les douze notes, sans préciser si elles
sont aigués ou graves, sur un cercle (fig. 1).

LE CHOIX D’UN MODE

Parmi ces douze notes, suivant 'atmosphére dans
laquelle on veut se placer, on décide d’en privilégier un
certain nombre. Plus exactement on choisit un mode,
c’est-a-dire la série d'espacements que l'on va laisser
entre les différentes notes que l'on va jouer, puis une
note de départ (pour simplifier, on partira ici toujours
d’un do). Ces notes forment le « squelette » du morceau,
ce sont celles sur lesquelles il prend appui, méme s’il
n’est pas interdit de jouer parfois les autres, pour
produire un effet particulier. Le mode le plus connu,
celui que tout le monde a naturellement dans l'oreille
(du moins en Occident), est le mode majeur : do, ré mi,
fa, sol, 1a, si. Pas de diése (#) ni de bémol (b), mais juste
les notes « de base »: c’est dans ce mode que sont
écrites toutes les comptines (« Au clair de la lune »,
«J’ai du bon tabac », « Frére Jacques »...).

D’autres modes sont connus : le mode mineur, qui
donne une impression de tristesse, le mode pentato-
nique, qui s’obtient par exemple en ne jouant que sur
les touches noires d’un piano (alors que le mode
majeur correspond aux touches blanches), et qui

Figure 1. Les douze notes de la musique occidentale, placées

en cercle. Le symbole « # » signifie « diése ». L’écart entre deux notes
consécutives est toujours le méme & l'oreille. C’est par cet écart

que débute « la Lettre a Elise », de Ludwig van Beethoven : pour
jouer le début de cette mélodie, vous pouvez indifféremment
alterner « do#/do » ou « ré/do# » ou « ré#/ré »...

Figure 2. Représentation polygonale du mode majeur, du mode
mineur, du mode pentatonique et de la gamme par ton (de gauche

athématiques
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donne tout de suite une impression de musique orien-
tale, le mode blues, la « gamme par ton » trés utilisée
par Claude Debussy et Maurice Ravel...

Parlons, en passant, des deux cas extrémes. Au début des
années 1950, Gyorgy Ligeti, un compositeur hongrois, a
composé une série de onze morceaux, « Musica ricer-
cata », dont le premier ne se joue qu’avec une note, al'oc-
tave pres naturellement. Pour étre tout a fait honnéte, une
deuxieme note fait son apparition dans le tout dernier
accord du morceau, faisant justement basculer I'équilibre
auquel l'oreille s’était habituée. A 'autre extréme, le
dernier morceau de cette série est « dodécaphonique » :
les douze notes comptent autant les unes que les autres.
En moyenne, elles apparaissent donc toutes le méme
nombre de fois dans le morceau. La encore, avec un peu
d’habitude, ce style de musique devient vite parfaite-
ment identifiable apres quelques notes.

UN MODE... POLYGONAL !

Quel est le rapport avec la géométrie ? Tout simplement
le fait que choisir un mode, c’est tracer un polygone
dont les sommets sont choisis parmi les douze notes
placées sur le cercle (fig. 2). Et certaines notions musi-
cales trouvent alors une traduction immédiate en
termes mathématiques. En voici deux exemples.

Tout en gardant le méme mode, on peut prendre une
autre note de départ que le do. C’est ce que I'on appelle
en musique une transposition. On transpose parce
qu’on a la voix trop grave ou pas assez, un instrument
différent de celui prévu, ou parce qu'un accord est
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Figure 3. Un mode d transposition limitée. Si on débute ce mode sur un do# au lieu d’un do,
on joue quatre notes différentes des notes de base. Idem en le démarrant sur un ré.
Mais un cran de plus, et on retombe exactement sur les mémes notes.

Fa#

trop difficile a jouer tel quel... Sur la représentation en tions de ces modes sont faites exactement des mémes

cercle, transposer revient simplement a faire tourner
le polygone formé par les différentes notes apparte-
nant au mode choisi. Cela n’a l'air de rien, et pour-
tant... Rien que cette facon de se représenter les choses
a permis aux mathématiciens de résoudre en deux
coups de cuillere a pot un probléme que le grand
compositeur Olivier Messiaen s’était posé indépen-
damment de leurs travaux et, est-il besoin de le
préciser, pour des raisons purement musicales.

notes qu’avant la transposition. Un exemple pour
étre plus clair : prenez les notes « do, ré#, fa#, la ».
Rien de bien frappant la-dedans, surtout pour un
non-musicien. Mais regardez comment se placent ces
notes sur le cercle (fig. 3)... Cela saute aux yeux : elles
forment un carré ! Donc sil’on fait tourner d’un quart
de tour c’est-a-dire si I’on décale de trois notes, cela
nous fait prendre comme note de départ le ré# au lieu
du do, mais finalement on va retomber exactement

sur les quatre mémes notes. Ce mode est donc a
transposition limitée.

Alinverse, vous pouvez le tester, le mode majeur n’est
pas a transposition limitée : dans toutes les transposi-

LES TRANSPOSITIONS OU LES ROTATIONS

Son but était de trouver tous les modes a transposi-
tion limitée. Entendez par 1a que certaines transposi-

Le « Clapping music » de Steeve Reich

Le compositeur Steeve Reich a dii résoudre le méme probléme que Olivier Messiaen et ses transpositions limitées,
mais a propos de rythmes. Son morceau « Clapping music » (1972) est écrit de facon trés simple : deux personnes
frappent des mains ensemble un méme rythme, que I’'on peut représenter sur un cercle, puisqu’il se répéte en boucle
(figure I). Sur douze « pulsations », les interprétes tapent huit fois des mains : d'abord frois fois de suite, puis deux fois de suite,
puis une fois, puis deux fois de suite avant de recommencer. Enfre chaque série de clagquements de mains, ils laissent passer
une pulsation sans taper des mains. On peut donc écrire ce rythme de facon peut étre plus intuitive : « 123-12-1-12 », chaque
nombre correspondant & un claguement de mains, et chagque blanc & une pause.

Au bout d’'un moment, I'un des deux « transpose » le rythme, ¢’est-a-dire qu’il se décale d’'un cran, puis de deux, de trois. ..
jusqu’d revenir au point de départ. L'autre doit continuer imperturbablement le méme rythme. A chaque fois, la super-
position des deux rythmes, I'un décalé et I'autre fixe, fait entendre une nouvelle « musique »... & condition, bien sdr, de ne
pas retomber en phase avec celui qui ne se décale pas avant d’avoir fait le tour complet | La condition & vérifier pour le
choix du rythme de base est donc exactement la méme que celle fixée pour les gammes a transposition non limitée, et
un mathématicien pourrait frouver une méthode pour générer tous les « Clapping music » possioles... A voir s'ils seraient
aussi intéressants que celui de Steeve Reich !
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Figure 4. Le polygone de la gamme majeure (en orange), et son
« inverse » (en bleu), c'est-a-dire son symétrique par rapport au
diamétre (do, fa#). La mélodie inverse d’une mélodie écrite sur
les notes orange sera écrite avec des notes bleues.

tions, une note au moins différera, @ moins de faire... un
tour entier, c’est-a-dire ne rien faire ! Etudier les trans-
positions limitées ou non d’un certain mode peut donc
revenir a s'intéresser a des propriétés de figures géomé-
triques élémentaires. Sans cet outillage, Messiaen avait
oublié quelques modes dans sa liste...

L’INVERSION OU LA SYMETRIE

Autre exemple. Depuis (au moins) les fugues de
Jean-Sébastien Bach jusqu’aux adeptes de la musique
dodécaphonique, 1'un des « outils » des compositeurs
est I'inversion d'une mélodie : on reprend les mémes
écarts de notes, mais a I'envers : si la mélodie initiale
commencait par « monter » d'un do a un ré, par exemple,

Clap!

Silence

Silence

Clap!
Figure I.
Représentation
en cercle du rythme
de «Clapping music ».

Clap!

Silence

ématiques

on commencera par descendre, d'un méme intervalle (du
do au la#, donc), et ainsi de suite pour toute la mélodie.
On ne reste donc a priori pas sur les mémes notes que la
mélodie de départ, mais sur les notes qui se trouvent sur
le polygone symétrique du premier par rapport au
diameétre passant par la note de départ (fig. 4).

On peut aussi imaginer des symétries par rapport a
n’importe quel axe : certains compositeurs sérialistes
(une variante du dodécaphonisme) en ont fait 'usage.
Ici encore, la connaissance qu’ont les mathématiciens
des symétries d'un polygone, c’est-a-dire de 'ensemble
des transformations qui le laissent invariant, et leur
facon d’aborder ces questions, peuvent aider a analyser
certaines ceuvres musicales ou a résoudre des
problémes que les compositeurs peuvent, plus ou
moins naturellement, étre amenés a se poser.

CE N’EST QU’UN DEBUT...

Bien entendu, cette représentation en cercle n’est ni
trés compliquée, ni parfaite. Elle ne peut heureuse-
ment pas représenter toute la complexité de l'en-
semble des ceuvres musicales. Elle permet cependant
de se rendre compte de 'intérét que ce genre de
modeéle peut avoir, et d’expliquer ce que cherchent des
mathématiciens ou des informaticiens mélomanes,
en lien avec des compositeurs ou des spécialistes de
I’analyse musicale : de nouvelles représentations de la
structure de morceaux tenant compte, par exemple,
de l'ordre des notes, de ’enchainement des accords,
des hauteurs des notes (aigu ou grave), du rythme...
Comment s’arranger pour que deux musiques qui
nous semblent proches a 'oreille soient représentées
par des objets géométriques proches 1'un de l'autre ?
Toutes les représentations ne sont pas forcément
adaptées a tous les styles, toutes les époques. Le but
est d’en développer le plus possible pour mieux
comprendre comment les morceaux sont faits, trouver
d’éventuelles parentés, attendues ou non. Et, pourquoi
pas, aider les compositeurs actuels a résoudre des
problémes, voire leur offrir de nouveaux outils pour
composer différemment. Un morceau intéressant d'un
point de vue géométrique le sera-t-il a I’écoute ? L’in-
verse est-il toujours vrai ? R. J.

Pour en savoir plus

Conférence au Palais de la découverte le samedi 11juin d 15 h,
en salle de conférence.

Entrée libre dans la limite des places disponibles

Intfervenants : Moreno Andreatta (IRCAM), Carlos Agon (IRCAM),
Pierre Audin et Robin Jamet (Palais de la découverte)

DECOUVERTE N° 374 \ MAJUIN 2011 \ 43




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 0
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo false
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 100
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /None
  /ColorImageResolution 100
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 1.30
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 10
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 10
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /None
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 1.30
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 1.30
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 10
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 10
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 300
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /None
  /MonoImageResolution 300
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /FRA <FEFF004500780070006F007200740020005000440046002000430065007200740069006600E900200069006D007000720069006D00610062006C0065>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames false
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing false
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed true
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


