Formes mathématiques

Au gré des fravaux de rénovation du Palais de la découverte, certains objets sont déplacés,
prenant plus ou moins d’importance selon leur localisatfion. Il en est ainsi de la surface de Cassini.
Devant I'entrée de la salle pi, elle servait surtfout de décor aux visiteurs pour leurs photographies.
Désormais, & coté des gravures de Patfrice Jeener, elle redevient un objet mathématique, observé
comme tel. Quelle est cette forme qui survit & fout ?

PAR PIERRE AUDIN, MEDIATEUR SCIENTIFIQUE DE L'UNITE DE MATHEMATIQUES DU PALAIS DE LA DECOUVERTE

Quelle forme mathématique est représentée par cet objet, visible actuellement

sur le « balcon des maths » du Palais de la découverte ? Qu'a-t-elle d’intéressant ?
(On apercoit ici quelques-unes des gravures de Patrice Jeener exposées au méme
endroit.) © P. Audin.
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n 1937, pour l'ouverture du Palais de la

découverte, la décision a été prise de

présenter une surface de Cassini au public.

A partir d’'un modéle en platre, un ébéniste

a réalisé un exemplaire qui est toujours
dans 'espace dédié aux mathématiques. A I’époque,
une controverse a agité l'artisan et la direction du
Palais : ayant exécuté son modéle a partir de
planches de bois collées les unes aux autres hori-
zontalement pour obtenir le volume souhaité, I’ébé-
niste s’est indigné en découvrant que l'on avait
dessiné une lemniscate de Bernoulli (définie plus
loin) sur son ceuvre. Celle-1a faisait apparaitre en
effet une section horizontale du volume qu’il s’était
efforcé de dissimuler en effagant les jonctions entre
les planches. Pourquoi se donner tant de mal si
finalement on massacrait son travail ! Pour bien
comprendre de quoi il retourne, étudions une surface
de Cassini et une lemniscate de Bernoulli.

LES OVALES DU JARDINIER

Sans doute le lecteur connait-il la méthode du jardi-
nier pour dessiner une ellipse ou, plus sérieusement,
la définition bifocale de l'ellipse (fig. 1). A partir de
deux points appelés foyers et d’'une constante k, une
ellipse peut étre définie comme I’ensemble des points
dont la somme des distances a ces deux foyers est

Figure 1.

La méthode

du jardinier mise
en pratique

& I'aide de deux
punaises et
d’une ficelle pour
tracer aisément
une ellipse (F et F,
ses deux foyers).
© C. Judéi / Palais

de la découverte.

ématiques

constante, égale a k*. Ce que le jardinier peut réaliser
en plantant deux piquets dans le sol, en y attachant
une ficelle tendue avec un troisiéme piquet a I’aide
duquel il trace l'ellipse parterre. Autrement dit, si F
et F’ sont les deux foyers, I'ellipse est ’ensemble des
points M tels que MF + MF’ = k.

LES OVALES DE L’ASTRONOME

Giovanni Domenico Cassini est né italien le 8 juin
1625 et mort francais le 14 septembre 1712. Astro-
nome renommeg, il a inventé de nouvelles courbes en
espérant qu’elles serviraient a décrire le mouvement
des astres, mieux que les ellipses de Kepler. Tout le
monde peut se tromper, y compris un scientifique
réputé et célébré (son nom a été donné a une rue
parisienne, un astéroide et une sonde spatiale). Il
nous legue tout de méme une maniére simple de
définir de nouveaux ovales.

Pour obtenir les ovales de Cassini, on utilise la multi-
plication a la place de I’addition : étant donnés deux
points, analogues aux foyers de l'ellipse, et une
constante k, forcément positive, I'ovale de Cassini
correspondant est '’ensemble des points dont le
produit des distances aux deux foyers est constant,
égal a k. Autrement dit, si F et F’ sont les deux
foyers, 'ovale est 'ensemble des points M tels que
MF.MF’ = k. Si ’on garde les mémes foyers et que I'on
modifie la constante k, comment 1'ovale de Cassini
évolue-t-il ?

Sila constante est trés grande, un point de ’ovale de
Cassini correspondant sera trés éloigné des deux
foyers, a tel point qu'’ils lui sembleront méme
confondus : 'ovale de Cassini paraitra étre un cercle,
de trés grand rayon (égal a la racine carrée de k).
Inversement, sila constante k est trés petite, le point
sera trés proche du premier foyer et loin du second
(ou vice versa) : 'ovale de Cassini sera constitué de
deux morceaux, qui sembleront étre des cercles
minuscules puisque la valeur de ces rayons sera
sensiblement égale a k divisée par la distance entre
les deux foyers.

* Se reporter a I'article de Pierre Audin et Guillaume Reuiller, « Comment agrandir une ellipse ? », Découverte n° 332, novembre 2005, p. 13-14.
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Figure 2. Quelques ovales de Cassini ayant les mémes foyers
mais de constante k différente. La lemniscate de Bernoulli
appardit en rouge. © MATLAB.

Sil’on modifie la constante k progressivement, de zéro
a l'infini, 'ovale de Cassini correspondant évolue : de
deux courbes proches des deux foyers, il se transfor-
mera en une courbe unique, tres grande, presque circu-
laire (fig. 2). Il existe un cas critique, une courbe unique
qui est la transition entre ces deux situations : la
lemniscate de Bernoulli, une courbe «en 8» qui se
croise elle-méme (sil’on note 2a la distance FF’, il s’agit
de l'ovale de Cassini correspondant a k = a?).

LES OVALES DE L’EBENISTE

La figure 2 n’est pas sans évoquer la moitié infé-
rieure de l'objet exposé au Palais, vu de dessus.
Logique : la surface de Cassini de 1'ébéniste
présente simultanément, et empilés les uns sur les
autres, de nombreux ovales de Cassini, dont les
foyers sont situés sur les deux mémes verticales

T

Figure 3. Détail de la surface de Cassini exposée au Palais

de la découverte. Etait dessinée a I'origine une lemniscate

de Bernoulli, dont le point de croisement était le « col »

de cette surface vue comme une montagne imaginaire. © P. Audin.
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(passant par les pointes) mais de constante
variable. Plus précisément, pour une altitude z, la
section horizontale de la surface est I'ovale de
Cassini correspondant a k = z2. L’artisan a donc eu
tort de vouloir « lisser » les couches horizontales de
bois successives puisque la surface qu’il a réalisée
est bien, par essence, la superposition d’une multi-
tude de courbes entre deux valeurs opposées de z,
comme un jeu de cartes dont les bords correspon-
draient aux différents ovales de Cassini. Pour
deux valeurs opposées de z, on obtient la méme
constante k, donc le méme ovale de Cassini, et par
conséquent la surface de I’ébéniste est symétrique
par rapport au plan horizontal z = 0, qui passe entre
les pointes dorées visibles sur la figure 3.

L’idéal est de venir admirer la surface de Cassini au
Palais de la découverte (un réel plaisir !) et d’en
relever les défauts (pas évident...). Vous consta-
terez ainsi que I'un des ovales de Cassini a disparu :
la lemniscate de Bernoulli... L’ébéniste a obtenu
finalement satisfaction.

Dans un petit livre édité en francais paru en 1973, le
mathématicien Aleksej Markouchévitch s’intéresse a
une généralisation des ovales de Cassini. A partir de
plusieurs points (les foyers, qui peuvent étre au nombre
de deux voire plus) et d’'une constante k positive, il
considere I'ensemble des points dont le produit des
distances aux foyers est constant, égal a k. Sur son site

Figure 4. Cassiniennes dans le cas de trois foyers placés a égale
distance. © MATLAB.



MathCurve, le professeur de mathématiques Robert
Ferréol nomme ces courbes « cassiniennes » (voir Pour
en savoir plus).

LES CASSINIENNES DE L’INFORMATICIENNE

S’'il n’y a qu’un seul foyer, la courbe recherchée est
un cercle. S’il y en a deux, le probleme se
complexifie, les ovales de Cassini étant tres diffé-
rents les uns des autres selon la valeur de la
constante k. On se doute que c’est encore plus
délicat lorsqu'’il y a plus de deux foyers. J’ai donc
remplacé I’ébéniste de 1937 par une informaticienne
de 2014, en profitant du partenariat établi entre
I'unité de mathématiques du Palais de la décou-
verte et la société MathWorks qui commercialise
le logiciel de calcul scientifique MATLAB. Emilie
Delaherche m’a fourni quelques lignes de
programme, afin de me permettre d’explorer ce qui
se passe dans les cas plus ardus. J'ai pu tester
plusieurs configurations, notamment celle a trois
foyers placés suivant les sommets d’un triangle
équilatéral (fig. 4) ou seulement isocéle (fig. 5).

Qu’arrive-t-il si deux des trois foyers sont confondus,
c’est-a-dire si un méme foyer est utilisé deux fois ? Le
résultat n’est pas constitué d’ovales de Cassini,
puisque I'on cherche désormais a garder constant le
produit de la distance a un foyer par le carré de la
distance au second foyer, ce dernier étant double...

Figure 5. Cassiniennes dans le cas
de trois foyers placés suivant

les sommets d’un triangle isocéle.
Le résultat ressemble un peu & une
fusée de bande dessinée ! © MATLAB.

Pour se faire une idée plus précise, on peut placer les
trois foyers suivant un triangle isocéle dont deux
sommets sont trés proches (fig. 6).

LE DEFI

Je laisse le lecteur découvrir d’autres exemples donnés sur
le site MathCurve : les résultats obtenus sont d'une grande
diversité. Mais il y a mieux ! Prenons une courbe quel-
conque, qui se ferme sans se croiser (fig. 7). Sil'on choisit
bien les foyers et la constante, on peut toujours trouver
une cassinienne qui sera presque confondue avec la
courbe initialement tracée. Une épaisseur étant fixée
pour dessiner notre courbe, il est possible de sélectionner
la cassinienne de telle maniére que 'on ne puisse pas
distinguer son tracé de notre courbe, méme trés fine.
Autrement dit, il y a toujours des cassiniennes aussi
proches que l'on souhaite de notre courbe. Ainsi, les
cassiniennes permettent d’approcher quasi parfaitement
n’importe quelle courbe qui se ferme sans se croiser. P. A.

Pour en savoir plus

Markouchévitch A., Quatre cours de mathématiques, Editions Mir,
Moscou, fraduction francaise de 1973.

Ovales de Cassini et cassiniennes (site de Robert Ferréol) :

> hitp://www.mathcurve.com/courbes2d/cassini/cassini.shtml
> hitp://www.mathcurve.com/courbes2d/cassinienne/
cassinienne.shtml

> hitp://www.mathcurve.com/surfaces/cassinienne3d/
casinienne3d.shtml

Figure 6. Deux des tfrois foyers sont confondus : on n’obtient
donc plus d’ovale de Cassini, puisqu’un foyer est compté
deux fois. © MATLAB.

Figure 7. Le lecteur
disposant d’un
logiciel de calcul tel
que MATLAB pourra
tenter de trouver
foyers et constante
dont la cassinienne
s’approche de

ce contour. ©P. Audin
d’apres A. Markouchévitch.,
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